Appunti d’esame di AM2 di Luca Rinaldi

1) Convergenza puntuale di una successione di funzioni

2)

Sia I un insieme di numeri reali e sia f,,: | — R una successione di funzioni
reali definita in I. Si dice che f,, converge puntualmente inl &Vx, € [

3 lim £, (xo)
n-+oo
lir+n fhx)=f(x) Vxel
n—->+0oo
Ve>0, Vxel v, EN: () —f(xX)| <& Vn>v,

f,, converge uniformemente in I € I (convergenza uniforme rispetto al punto)
SVe>0, I, €EN: |fir(X)—f(X)| <& Vn>v,Vk€EN, Vx€eT

frn converge uniformemente in [
&Ve>0, v, eN: |f,(x)—f(x)|<e Vn>v, Vxel

Teorema di passaggio al limite sotto il segno di derivata
HP)
e Sia f,derivabile con derivata continuain [a, b]
e dx, € [a,b]: f,,(x,) convergein R
e la successione delle derivate f,, converga uniformemente in [a, b]
» Prendo g(x) = lim_fi(x)in [a,b] = lim £i() = g()

Th)

e Sia f(x)= lim f,(x) (limite puntuale) = ( lim f,(x) )’ =
n—-+oo n—-+o
lim £1(x) = f'(x) = g(x)
Teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale
HP)
e Se f,, € una successione di funzioni continue che converge

uniformemente verso f in I (quindi integrabile), allora sara valido :
TH)

n—-+oo

lim f frn(x)dx = jnl—lgloo frn(x)dx = f f(x)dx

I

DIM)



Per il teorema sulla continuita del limite, f(x) € una funzione continua in I,
dove [ = |[a, b] e per questo integrabile, inoltre:

f o) dox — j Fx) dx| = j {fu0) — F(0}dx| <

j () — f(x>|dx<anf dx < ap(b—a) - 0

pern— +oo, dove a, = sup|f,(x) — f(x)|

3) Serie di funzioni: definizione convergenza totale, uniforme e la relazione tra i
concetti
Se f,, € una successione di funzioni ed S,, la successione delle somme parziali

S1=h
S;=fH+f

=fH+fit -t h
Tale successioni di funzioni S,, si chiama serie di funzioni di termine generale
fr e siindica anche con 'espressione:

fith++h

Se Vx € [ laserie numerica di termine generale f,,(x)

) f1(0) + f2(0) + -+ fu(x) + -
E convergente, cioé se la successione S, (x) converge Vx € [, allora si dice
che la serie di funzioni converge puntualmente in I .
Se la successione di funzioni S,, converge uniformemente in I, allora si dice
che la serie di funzioni converge uniformemente in I .
In ogni caso il limite per n — +o0 di S,, si chiama somma della serie di termine

generale f,, e si indica con:
+ 00
lim S, = z I3
n—-+oo
n=1

La serie si dice assolutamente convergente in I se la serie di termine generale
|f,,| converge puntualmentein I .
La serie di funzioni si dice totalmente convergente in I se esiste una
successione di numeri reali non negativi M,, tale che:
()] < M, Vx €1,Vvn €N
E se risulta convergente la serie numerica
My + My + -+ M, + -



4)

Se una serie di funzioni converge puntualmente, uniformemente o totalmente
in un insieme /, essa converge, rispettivamente puntualmente,
uniformemente o totalmente in ogni sottoinsieme I' € I.

Quindi abbiamo che: conv totale => conv uniforme => conv puntuale, la
convergenza uniforme in | implica quella puntuale ma non viceversa.

Criterio di Cauchy puntuale
La successione f; converge puntualmente nell’insieme I € R verso la
funzione f: I — R se e solo se:

Ve>0,Vxel, veN:|f,(x) —fr(x)| <e Vhk>v

Dimostrazione
Se fi converge puntualmentein — f fissatoe > 0ed x € I, v € N tale
che:

i) —fx)| <e Vk>v,
percio se h, k > v:

i) = frr (] < 1fie(0) = FOOI + [f (1) = frn(0)] < 2¢

Viceversa
Se vale la condizione di Cauchy, f; (x) € una successione di Cauchy di numeri
reali, che percio converge verso un numero reale, che possiamo indicare con
fx).
Verificando che f; converge puntualmente verso la funzione f.
Fissato e > 0,x € I, v € N passando al limite per h — +oo otteniamo la tesi:
Ifi(x) —f)l<e VkE>v

Criterio di Cauchy uniforme
La successione f;, converge uniformemente nell'insieme I € R verso la
funzione f: I — R se e solo se:

Ve>03aveN: |fi(x) — f(x)|<e Vhk>v Vx€EI

Dimostrazione

Se fi converge uniformementein I — f fissato € > 0, Jv € N tale che:
lIfi(x)—f(x)|<e Vk>v,Vxel

percio se h,k > v,Vx € I:

i) = o] < 1fie(0) = FOOI + [f (1) = frn(0)] < 2¢

Viceversa



5)

Se vale la condizione di Cauchy, in particolare Vx € [ fissato, f;(x) € una

successione di Cauchy di numeri reali, che percio converge verso un numero

reale, che possiamo indicare con f(x) .

Verificando che f;, converge uniformemente verso la funzione f.

Fissato € > 0, v € N passando al limite per h — +oco otteniamo la tesi:
lIfi(x)—f(x)|<e Vk>v Vxel

Criterio di Cauchy puntuale per le serie
La serie di termine generale f;, converge puntualmente in [ se:
Ve >0 Vx € Fv.,: |fk+1(x) + ---+fk+p(x)| <e& Vk>v.,, VpEN

Criterio di Cauchy uniforme per le serie
La serie di termine generale f; converge uniformemente in I se
Ve>03v, €EN: |fk+1(x) + ---+fk+p(x)| < eVk>v,,VpeN Vx el

Serie di potenze
Dataa,, n = 0,1,2, ..., una successione di numeri reali, la funzione
ag + ayx + ax? + -+ apx™ + -
Prende il nome di serie di potenze di coefficienti ay, a4, a,, ..., a,, ..., e di
punto iniziale x, (converge almeno al punto iniziale)

+ 0o
z a,(x —xy)" a, ER, xo €ER
n=0
La serie che si va a trattare & quella con punto iniziale in 0
+ 00
n=0

Per una serie di potenze si verificano le seguenti circostanze:
i) La serie converge solo per x=0;
(insieme di convergenza e l'intervallo di centro I'origine {0} )
ii) Laserie converge Vx € R; (I'insieme di convergenza e tutto R)
iii) Esiste un numero reale ¢ > 0 tale che la serie converge se |[x| < g e non
converge se |x| > p; (I'insieme di conv. e I'intervallo -p, p)

Teorema sul raggio di convergenza
Hp) Se la serie di potenze converge per qualche & # 0 detto punto iniziale
Th) Allora converge totalmente nell’intervallo [—|n|; [n|]] Vn:|n| < [€]

Dim)



6)

Considero x € [—[n]; [n]] < (—=[¢]; [€]), ho che |a,x™| < |a,| - (InD™,
moltiplico e divido per |&|™

o . lﬂl n lﬂl n
lan| - (InD™ = |a,&"| <|§|> SM<|§|> vn €N

Dove |a,&™| € il termine generale di una serie numerica e tende a 0 (per il
criterio di convergenza)

. . . . mN\" . , .
La serie numerica di termine generale M,, = M (l & convergente perché si

€1
il

tratta della serie geometrica di ragione (E) <1

Pertanto la serie di potenze converge totalmente nell’intervallo [—|n |, |17 |].
Si chiama raggio di convergenza della serie di potenze |’estremo superiore
0 € [0,+0) dell’insieme X dei numeri reali nei quali essa converge, cioé :

0 = supX dove X =

(0]
xER: Z a,x" converge}
n=0
Il raggio di convergenza puo essere:

e 0Oseesoloselaserie di potenze converge solo per x=0,

e oo se e soloselaserie converge Vx € R,

e (0 < p < +ooselaserie converge per |x| < o e per |x| > o la serie
diverge

Esempio serie di potenze con raggio di convergenza 0, finito e infinito
Possiamo usare il teorema di Cauchy-Hadamard :

Data la serie numerica di forma a,,x" se esiste il limite l = lim /|a,,|
n—-+oo

Allora il raggio di convergenza risulta:

oo sel=0
sel<l<+m>

sel=+4o0

Oppure possiamo usare il teorema di D’Alembert :
Data la serie numerica di forma a, x™ con a,, # 0 e Vn € N se esiste il limite

an+1
an

[ = lim
n—-+oo

Allora il raggio di convergenza risulta:




7)

+0oo sel=0
1
r= 7 se0<l<+ >

0 sel =4
Esempio O (con D’Alembert):
S (n+ 1! (n+ D!

n ! n n!
Zn!x" = lim————= lim ————= lim (n+1) =40 =>r=0
n—oo n! n—-+oo nl n—-+oo

n=1

Esempio Infinito (con Cauchy-Hadamard):

+ 00

n n| 1 1
— = lim |—=lim —=0=21r =+
nn n-+o [N n-o4o0n

Esempio Finito (con D’alembert):
+00

(na)" o DRt Diebbal Lt DY
TR TR I e b e T
n=1
. 1\" 1
= lim <1+—> —e o r=—
n—+oo n e

Serie di potenze e serie derivate
Consideriamo la serie di potenze di forma
+o0
Z ax® =ag+ -+ agx 4 o
k=0
La serie ottenuta derivandola termine a termine sara:
+ 00
z kagx* 1 =ag+ -+ kapx*1 + -
k=1

e detta serie derivata dalla serie di potenze

Teorema
Una serie di potenza ha lo stesso raggio di convergenza della sua serie
derivata.



8)

Se la serie di potenze ha raggio di convergenza non nullo e se f(x) & la sua

somma, cioe se

400
flx) = Z a,x", Vx| <o, conpo >0
n=0
Allora risulta anche
400
0= ) et vl <o
n=1
X + a
tdt=Z—nxn+1, Vx| <
| o e Xl <o
n=

Sviluppabilita in serie di taylor

Hp)
o fECT™)
e IM,L=0:|fk(x)| <ML, vxelvkeN

Th)

f e sviluppabile in serie di Taylor

Dim)

Partendo dall’esempio

£k
exZZF le*] <e* VxE€|[—a,a]
k=0

In cui la derivata & uguale alla funzione data; passo alla dimostrazione:

(k+1) (k)o
Ras 0 =L et = 10 - Zf D o

Prendendo i valori assoluti

f(k)( ) B FEDE)

fx) - Z (4] = 1R, 0)] = gy (O
ML n+1 ML n+1 X
Slel Sm = analogo ad e

Vx si hache



y (Llxp™t 0
n—1>r-Poo (n+ 1)! B

Si e giunti quindi allo sviluppo di Mac Laurin

k " k
"L D= )4 o+ T2 g Ly
k=0
9) Scrivere lo sviluppo in serie di: e*, sen x, cosx
x2 xT +oo xT
fEldx et - Vx € R
2! n!
n=0
53 (—1)nx2n+1 to (—1)nx2n+1
=Xt = Y Vx € R
SN =ETE 2n + 1)! ,(2n+ D) *
n=
. 2 x4 N (=1)"x2" o to (—1)"x2n -
cosx=1-7%23 2n)! - 2n)! x
n=0
10) Scrivere lo sviluppo in serie di: cosh x, senh x,log(1 + x)
X2 x4 X2
hx=14+—+— e Vx € R
coshx =1+ > +24+ -+ (2n)!+ (Zn)' X
3 x2n+1 x2n+1
hx=x+=— z vx € R
senh x = x+3'+ +(2 +1)' 2n+ 1) X
X2 X3 (_1)n+1xn (_1)n+1xn
log(1 =X—-——+—=—4+ -+ — =Z— vx € (—1,1
og(1+x)=x 2+3++ = + - x € ( )
11) Scrivere lo sviluppo in serie di: arcsen(x), arctan(x), (1 + x)*
(2n — DI x2n+l
arcsen(x) —x+ 6 et ) 2n+1+... —
Rkl 2n — 1)” x2n+1
Vix| <1
Z el 2n+1 Il =

n:



3 2n+1

X
t — - e+ (=1 e —
arctan(x) x+to+ + ( )2n+1+
Rk 2+l
= -1\ <
n=0
a(a —1)x? ala—1)(a—2)x3 a
a — n
1+x)*=1+ax+ T + 3] + +(n)x
400
= Z (a) x" Vx| <1
n
n=0

Usando il coefficiente binomiale generalizzato

(a) _ a(a—1)(a—2)..(a—n+1)

n n!

12) Sistemi tridimensionali
Sono quei sistemi dove i vettori vengono visti come terne di numeri reali le cui
componenti si riferiscono ai 3 parametri del sistema di riferimento
tridimensionale scelto, ad esempio quello cartesiano con gli assi x,y, z

Vettori e operazioni tra vettori
Il vettore lo si pensa come un segmento orientato, al quale assegniamo un
verso, una direzione e un modulo.

Somma e differenza tra due vettori

Siano dati due vettori u, v € V, 'operazione somma tra due vettori & una
legge che associa ai vettori u e v un nuovo vettore , detto vettore somma che
indichiamo con u + v. Il vettore differenza viene indicato con u — v. Vi sono
due metodi per fare la somma o differenza : metodo del parallelogramma o
metodo analitico:

Regola del parallelogramma
Poniamou = ABev =CD
facciamo coincidere A con C e disegniamo il parallelogramma




A=C u B

e |l vettore somma sara dato dalla diagonale AE
e |l vettore differenza sara dato dalla diagonale DB

Metodo analitico

Supponiamo che dei due vettori u, v siano note le componenti, cioé:
u = (U, Uy, Us) v = (v1,V2,V3)
u+v=_(u +vy,u, +v,us;+v;3)
U—v = (U —V;,Uy; — Vy Uz — V3)

Con vettore opposto — v si intende un vettore che ha stessa direzione e stesso
modulo di v ma verso opposto.

Proprieta della somma (algebrica) tra vettori:

1. Commutativa: u+ v = v + u, per ogni u e v vettori;

2. Associativa: u+ (v +w) = (u+ v) + w, per ogni u,v e w vettori;

3. Elemento neutro: il vettore nullo 0 funge da elemento neutro della
somma, ovvero: v + 0 = v = 0 4+ v per ogni v vettore;

4. Per ognivettore v € V esiste ed e unico un vettore, che si dice
I'opposto di v e siindica con —v taleche: v+ (—v) =0

(V,+) e un gruppo abeliano
Prodotto di uno scalare per un vettore

Sia a € R un numero reale e v € V un vettore. |l prodotto scalare (humero
reale per un vettore) € una legge che associa alla coppia (a, v) un nuovo
vettore che si indica con av e si dice prodotto di a per v.

Metodo geometrico
Siano dati il vettore v € V elo scalarea € R

e Sea=0o0v=0=2av=20
e Sea # 0ev # 0alloraav e un vettore avente:
o Direzione uguale a quelle di v
o Verso uguale a quellodi vsea > 0, verso oppostosea < 0
o Modulo dato dal prodotto del valore assoluto di a per il modulo
di v ovvero: |av| = |al|v|





